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写 在 前 面 


这 本 小 册子 的 内 阁 上 所 载 的 图 形 , 称 为 “ 横 钦 三 角 ”， 杨 
元 三 角 井 不 是 杨辉 发 明 的 ,原来 的 名 字 也 不 是 “三 角 ”, 而 是 
“ 开 方 作法 本 源 ”; 后 来 也 有 人 称 为 “ 乘 方 求 廉 图 ?>。 这 些 名 称 
实在 太古 奥 了 些 , 所 以 我 们 简称 之 为 “三 角 ”， 

杨 水 是 我 国 宋 朝 时 候 的 数学 家 ,他 在 公元 1261 年 著 了 一 
本 中 做 «详解 九 章 算 法 > 的 书 , 里 画 画 了 这 样 一 张 图 ,并 且 谣 这 
个 方法 是 出 于 «大 镇 算 书 >, 贾 宪 合 经 用 过 它 。 但 “ 释 镇 算 书 ? 
早已 失 生 ,这 叫 刊行 的 年 代 无 从 查考 ,是 不 是 买 宪 所 著 也 不 可 
知 ,更 不 知道 在 磋 宪 以 前 是 否 已 经 有 这 个 方法 ， 然 而 有 一 点 
是 可 以 肯定 的 ,这 一 图 形 的 发 现在 我 国 当 不 迟 于 1200 年 左 
右 ， 在 欧洲 ,这 图 形 称 为 “ 巴 斯 加 (Pascal) 三 角 ”。 因 为 一 
般 都 稻 为 这 是 巴 斯 加 在 1654 年 发 明 的 。 其 实在 巴 斯 加 之 
前 已 有 许多 人 论 及 过 ,最 早 的 是 德国 人 阿 批 贺 斯 (Pertrus 
Apianus) ,他 角 纸 把 这 个 图 形 浏 在 1527 年 著 的 一 本 算术 书 
的 封面 上 。 可 是 无 论 怎 样 , 杨 潮 三 角 的 发 现 , 在 我 国 比 在 欧洲 
至 少 要 早 300 年 光景 。 

这 本 小 册子 是 为 中 国 数学 会 创办 数学 竞赛 而 作 的 ,其 中 
一 部 分 便 经 在 中 国 数学 会 北京 分 会 和 天 津 分 会 举办 的 数学 通 
俗 事 演 会 上 只 过 。 它 的 目的 是 输 中 学 同学 们 介 丰 一 些 数学 知 
识 , 可 以 充当 中 学 生 的 咯 外 读物 ， 因 此 ,我 们 诺 不 织 进 考证 的 
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领域 ,为 这 一 图 形 的 历史 多 费 笔 黑 , 也 不 只 是 限于 古代 的 有 关 
权 泗 三 角 的 知识 ,而 是 从 我 国 古 代 的 这 一 优秀 创造 谈 起 , 讲 一 
些 和 这 图 形 有 关 的 数学 知识 。 由 于 该 者 对 象 主要 是 中 学 生 ， 
我 们 不 得 不 把 论述 的 范围 答 与 适度 的 限制 。 

我 必须 在 此 感谢 潘 一 民 同 志 , 本 书 的 缀 大 部 分 是 他 根据 
我 的 非常 简 格 的 提 网 号 出 的 。 

华 腕 哄 
1956 年 6 月 序 于 清华 园 


er 


一 杨辉 三 角 的 基本 性 质 


我 们 先 来 考察 一 下 樟 泽 三 角 里 面 数字 排列 的 规则 一 般 
的 杨 削 三 角 是 如 下 的 图 形 ， 


i 
Co 
[o> 
[un 


1 4 6 4 1 
1 5 1010 5 1 
1 6 15 20 15 6 1 


第 和 行 1 0 CC O54" ,O571,1 
第 n+1 行 1, O03, O2, ee OO 1 


这 里 ,记号 Os 是 用 来 表示 下 面 的 数 ， 


r_ n(n-1 7) 一 让 十) 41 
Co 一 r! (nr! 


而 记号 m1 (同样 71 和 (2 一作 1) ,我 们 知道 它 是 代表 从 1 到 只 
的 圳 乘积 %(n 一 1) (一 2)…3 .2 1, 称 为 7 的 阶 异 。 学 过 排 
列 租 合 的 化 者 还 可 以 知道 , 0; 也 就 是 表示 从 %* 件 东西 中 取 
出 > 件 东 西 的 组 合 数 。 


从 上 面 的 图 形 中 我 何 能 看 出 什么 昵 ? 就 已 经 写 出 的 一 些 
数目 字 来 看 ,很 容易 发 现 这 个 三 角形 的 两 条 伴 边 都 是 由 数字 
工 租 成 的 ,而 其 余 的 数 都 等 于 它 悄 上 的 两 个 数 相 加 。 例如 
2=1+1;,3=1+2,4=1+3,6=3+3,…。 其 实 杨 泡 三 角 正 就 
是 按照 这 个 规则 作成 的 、 在 一 般 的 情形 ,因为 
(CsI)! 


rl nT—7r)1 


(nn 一 1)! 


Ct Om TI 


十 


= [7+ (nm7)] = 


?mr)l rT 


一 Or， 
这 说 明了 ,上 图 中 的 任 一 数 Cs 等 于 它 户 上 的 两 数 本 数 CA 和 
CT- 的 和 . 


为 了 方便 起 见 ,我 们 把 本 来 没有 意义 的 记号 Ce 和 C?-， 
今 它们 分 别 等 于 1 和 0 ,这 样 就 可 以 把 刚才 得 到 的 精 果 写成 


关系 式 ， 
[Or oo O05 r=12 


而 称 它 为 横 辉 恒等式， 这 是 揭 光 三 角 最 基本 的 性 

对 于 杨辉 三 角 的 构成 ,还 可 以 有 一 种 有 趣 的 看 法 ， 

如 图 1 ,在 一 块 价 圣 的 木板 上 什 上 一 些 正六 角形 的 小 本 
块 ,在 它们 中 问 留 下 一 些 通 道 ,从 上 部 的 漏斗 直通 到 下 部 的 长 
方 框 子 。 把 小 弹子 倒 在 漏斗 里 , 它 首先 会 通过 中 问 的 一 个 通 
道 落 到 第 二 垦 六 角 板 上 面 ,以 后 , 落 到 第 二 层 中 间 一 个 六 角 板 
的 左边 或 右边 的 两 个 墅 直 通道 里 去 。 再 以 后 , 它 又 会 落 到 下 


一 县 的 三 个 竖 直 通道 之 一 里 
面 去 。 这 时 ,如 果 要 弹子 落 
在 最 左边 的 通道 里, 那 末 它 
一 定 要 是 从 上 一 层 的 左边 通 
道里 落下 来 的 才 行 (1 个 可 
能 情形 ) ;同样 , 如 果 要 它 落 
在 最 右边 的 通道 里 , 它 也 非 
要 从 上 一 层 的 右边 通道 里 落 
下 来 不 可 (1 个 可 能 情形 ); 
至 于 要 它 落 在 中 间 的 泛 道 
里 , 那 就 无 其 它 是 从 上 一 层 图 1， 
的 左边 或 右边 落下 来 的 都 成 (2 个 可 能 情形 )， 

-这 样 一 来 ,弹子 落 在 第 三 层 (有 几 个 怪 直 通道 就 算 第 几 
层 ) 的 通道 里 , 按 左 , 中 , 右 的 次 序 , 分别 有 1,2,1 个 可 能 情 
形 。 不 难看 出 ,在 再 下 面 的 一 层 ( 第 四 层 ) ,左右 两 个 通道 都 
只 有 1 个 可 能 情形 (因为 只 有 当 弹 子 是 从 第 三 层 的 左边 或 右 
边 落下 来 时 示 有 可 能 )! 而 中 间 的 两 个 盘 道 ,由 于 它 个 可 以 接 
受 从 上 一 层 的 中 间 和 一 边 ( 集 左 的 一 个 可 以 搂 受 左边 , 靠 右 的 
一 个 可 以 接受 右边 ) 掉 下 来 的 弹子 ,所 以 它们 所 有 的 可 能 情形 
应 该 分 别 是 第 三 层 的 中 间 和 一 边 ( 左 边 或 右边 ) 的 可 能 情形 相 
加 ,名 是 3 个 可 能 情形 ， 因 此 第 四 层 的 通道 按 从 左 到 右 的 次 
序 , 分 别 有 1,3,3,1 个 可 能 情形 。 : 

照 同 样 的 理由 类 推 下 去 ,我 们 很 容易 发 现 一 个 事实 ,就 是 
任何 一 层 的 左右 两 边 的 通道 都 只 有 一 个 可 能 情形 , 而 其 他 任 

全 


一 个 通道 的 可 能 情形 区 你 于 它 左 右 届 上 上 六 个 个 通道 的 可 能 情形 
相 加 ， 这 正 是 构 辉 三 : 角 租 成 的 规则 。 于 是 我 们 知道 ,第 n+1 
层 通 道 从 左 到 右 ， 分 别 有 1,0;, 032， OC"! 1 个 可 能 情形 。 

我 们 还 可 以 这 样 来 看 上 面 的 结 和 论 :如 果 在 倾 圣 板 上 做 了 
2%Y+IL 层 通道 ;从 项 上 漏斗 里 放下 1+ Oh+ OA 二 OO 十 
颗 弹 子 ,性 它 向 自由 地 流下 , 掉 在 下 面 的 "+ 1 个 长 方 框 里 . 
党 林 分 让 在 全 个 区 了 中 的 各 了 全 正 管 永昌 人 全 天 和 
计算 ) , 正好 是 杨辉 三 角 的 第 29+ 工行 . 注意 ,这 是 指 “ 可 能 性 ” 
而 不 是 把 对 如 此 ， 这 种 现象 称 交 技 玉 现 名 。 

以 下 我 们 求 时 论 杨 渐 三 角 的 一 些 应 用 。 


二 二 项 式 定理 
和 杨 光 三 角 有 最 人 天理 学 这 中 
数 的 人 都 知道 ， 一 -一 


(& +0)!=a+3, 

《4 十 D)2 一 02 十 206D 十 03， 

(0 FD) = + 34 + 302 03, 

(a td) t=gt t+ An) 6553 + 446093 4 604, 
这 里 , 《4+ 了 )3 展开 后 的 系数 1,3,3,1 就 是 杨辉 三 角 第 四 行 的 
数字 .不 难 算出 (g++) 的 系数 是 1,6,15,20,15,6,1, 即 杨 

三 角 第 七 行 的 数字 。 所 以 杨 沟 三角 可 以 看 做 是 二 项 式 的 乘 

方 经 过 分 玖 系数 法 后 列 出 的 表 ， 实 际 上 ,我 全 可 以 证 明 这 祥 
的 事实 一 般 地 裔 , (4+ 5)" 的 展开 式 的 秒 数 就 是 杨 却 三 角 中 
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第 n+1 行 的 数字 


1, Os, Cn Oo Cr,1, 
朗 
(go 4+0)"= = tm + Car203 


+ DD) grb tt be 


=0°+ Oa ld +Om D+ t+ On 十 和 十 加。 


这 便 是 有 名 的 二 项 式 定理 ， 
要 下 明 这 个 定理 并 不 兴 , 我 们 可 以 条 用 一 个 在 各 站 数学 
中 都 被 广泛 地 应 用 到 的 方法 一 数学 归 轴 法 。 数 学 归 业 法 的 
用 途 是 它 可 以 推断 某 些 在 一 系列 的 特殊 情形 下 已 起 成 立 了 的 
数学 命题 ,在 一 般 的 情形 是 不 是 也 其 确 。 它 的 原理 是 这 样 的 ， 
假如 有 一 个 数学 命题 , 合 于 下 面 两 个 条 件 :( 1 ) 这 个 命题 
对 =1 是 其 确 的 1( 2 ) 如 设 这 个 合 题 对 任 一 正 整数 4 一 一 1 
为 与 确 , 就 可 以 推出 它 对 于 n= 也 异 确 ， 屠 末 这 个 命题 对 于 
所 有 的 正 整 数 ” 都 是 芙 确 的 . 
事实 上 ,如 果 不 是 这 样 , 就 是 吏 这 个 命题 井 非 对 于 所 有 的 
正 整数 ”都 是 具 确 的 , 那 未 我 们 一 定 可 以 找到 一 个 最 小 的 使 
命题 不 睦 确 的 正 整 数 m, 显然 % 大 于 1, 因为 这 个 命题 对 
n 一 1 已 轰 知 道 是 办 硝 的 (条件 (1) )， 因 此 % 一 1 也 是 一 个 
正 整 数 。 但 几 是 使 命题 不 具 确 的 最 小 的 正 整 数 ,所 以 命题 对 
n 一 mn 一 1 一 定 芮 确 。 这 样 就 得 出 ,对 于 正 整数 m 一 1 命题 是 
其 确 的 ,而 对 于 紧 接 着 的 正 整 数 m 命题 不 具 确 。 这 和 数学 归 
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纳 尺 带电 的 条 件 (2) 相 冲突 ，- 
数学 归纳 法 是 数学 中 一 个 非常 有 用 的 方法 ， 我 们 在 以 后 
各 节 中 还 将 不 止 一 次 地 用 到 它 ， 读 老 如 果 想 详细 了 解 这 一 原 
理 和 更 多 的 例题 , 我 建议 去 读 另 一 本 小 册子 数学 归纳 法 ?@， 
但 我 想 在 这 几 闭 上 一 名 : 归纳 法 的 难点 不 在 于 证 明 , 而 在 于 怎 
样 预知 结论 ， 读 者 在 做 完 归纳 法 的 习题 以 后 ， 试 想 一 下 这 些 
习题 人 家 是 怎样 想 出 来 的 1 
“现在 我 们 就 用 数学 归纳 法 来 证 明 二 项 式 定理 . 
从 本 节 开 头 所 列举 出 来 的 而 为 大 家 所 熟知 的 恒等式 《这 
些 恒等式 可 以 把 它们 的 专 边 直接 乘 出 币 得 到 证 明 ) 可 以 看 出 ， 
二 项 式 定理 对 于 n=1, 2, 3 的 情形 的 确 是 成 立 的 ， 这 便 满足 
了 数学 归纳 法 的 条 件 (1) (其 实 只 要 对 n=1 成 立 就 够 了 )、 另 
一 方面 , 假设 定理 对 任 一 正 整 数 n=k 一 1 成立， 那 来, 因为 
~ (g++b)*= (a+b) (at+b)*™! 四 i 
tro e+ 
+ Ok rb +t +1) 
~ = (ar+ Ok io-D+te Ob nb 二) 
+ Catb+ .et OF-Natrb"+ .+ ORIabs t+ bs) 
=a+ (I+ Dab+. + (CFA+ 0% a"b 
Da + 


@ “数学 归纳 法 2 华罗庚 著 , 上 海 教育 出 版 社 出 版 。 
® 


再 由 杨辉 剧 符 式 ( 注 意 03_1= O 芒 ; 一 1)》, 便 得 到 ， 
(ot+b) r=art Om br + Oo b+ tOF ob + 
所 以 条 件 (2) 也 是 满足 的 ， 于 是 我 们 的 定理 用 数学 轨 炎 法 得 
到 了 诈 明 。 

般 便 指出 ,由 二 项 式 定理 可 以 得 出 一 些 有 趣 的 等 式 , 例 
如 : 

2"=(1+1)"=1+ Ot+ Oi:+ "+ O71+1, 
0 =(1~D"=[1+ (—DY 
7 10Olt Ot (1)" i104 (1)", 


第 一 个 等 式 说 明 杨辉 三 角 的 第 + 1 行 的 数字 的 和 等 于 2"， 
而 第 二 个 等 式 吏 明 它 们 交错 相 加 相 减 ,所 得 的 数值 是 0. 利用 
前 一 式 , 我 们 可 以 把 第 一 节 中 图 1 记 表 示 的 精 葵 项 得 更 清楚 
些 ,如 采 人 向 进 漏斗 的 小 弹子 数 是 2", 那 末 掉 在 第 %+1 层 各 杠 
子 里 的 数 肯 是 1,05,*…, O37, 1 ( 注 守 概 车 涡 象 )， 


三 开 方 
杨辉 三 角 在 我 国 古代 大 多 是 用 来 作为 开 方 的 工具 。 桔 到 
现在 ,我 们 在 代数 学 中 学 到 的 开平 方 和 开 立 方 的 方法 ,仍然 是 
从 塌 泡 三 角 中 得 来 的 。 
辟 如 拿 开 平方 来 谣 吧 ,因为 有 等 式 
(C 十 0)3 一 023 十 208 + 02=a?+ (2 + 28)b, 
所 以 我 们 可 以 把 一 个 数 的 平方 根 分 成 几 位 数字 来 求 , 先 求 出 


所 


平方 根 的 最 高 位 数 上 人 ,再 从 原 求 的 数 藏 去 初 商 & 的 平方 而 
得 出 余数 ， 如 果 原 来 的 数 可 以 表 成 (a-+ 5)? 的 形式 , 那 末 这 
不 余数 一 定 能 写成 (24+5)3 的 样子 ， 我 们 可 用 2z 去 就 除 余 
数 ,看 看 商 数 是 多 少 , 然 后 定 出 平方 根 的 第 二 位 数 ( 次 高 位 数 ) 
5602 一 定 不 会 大 于 24 除 余数 的 商 )。 假 如 (26+5)5 刚好 等 于 
这 个 余数 , 那 末 原 数 的 平方 根 就 等 于 (a+ 了 5); 不 然 的 话 ,我 们 
又 可 以 把 a+ 25 当成 原来 的 4, 而 将 这 一 手 秆 多 各 进行 下 去 ， 

同样 ,如 果 要 求 一 个 数 的 立方 根 ,根据 等 式 

(g++0)3=a 3b 十 30D2 十 D3 
一 好 十 (3c2 十 3c0 十 022) ， 

可 以 先 求 出 它 的 最 高 位 数 %, 再 从 原来 的 数 减 去 必 的 立 方面 而 
得 出 余数 。 然 后 用 3? 去 就 除 余数 , 定 出 立方 根 的 次 高 位 数 
5, 再 从 余数 三 去 (34?1+305 + 8)5。 如 果 得 到 的 新 余数 等 于 
0, 那 末 立 方 根 就 是 a+5; 不 然 的 话 , 又 可 以 把 4+5 当成 4 而 

从 理论 上 说, 有 了 杨 泣 三 角 , 就 可 以 求 任何 数 的 任意 高 次 
方 根 ,只 不 过 是 次 数 合 高 ,计算 就 念 加 繁复 办 了 。 下 面 我 们 举 
一 个 开 5 次 方 的 例子 ， 

例 求 1419857 的 5 次 方 根 。 

因为 

(a +b)5=g5+ 5%4D -+-108302 十 1002b3 -5mb4t -+ b5 

一 05 二 (504 十 10080 +100%2 253 .5ab3 + b4)D, 


@ 这 里 ,十 位 数 = 十 位 数字 x103 百 位 数 = 百 位 数字 x 1603 以 下 类 推 ， 
10 


10 十 7…(at 殷 


14,19857 
1,000000: 


5at X104=50000 | 13,19857 
10 wb 10 X10 x7=70000 
10 qb Yes ne 10 x 102x 72=49000 
5 Q253eeeoreeeseoe5X10X73 一 17150 
4 101 


1 Ea 


5 at+10 4+10 222 
+5 003 + bt... 188551 | 13,19857 (5¢!+ 100% +100%02 
一 一 一 一 十 50203 十 0)0， 


</TH3857 一 17， 


高 阶 等 差 级 数 


大 家 都 知道 ,如 果 一 个 般 数 的 每 一 项 藏 去 它 前 商 的 一 项 
所 得 的 益 都 相等 ,这 个 级 数 就 中 做 等 差 胡 数 . 但 对 了 于 某 些 般 
数 而 首 , 这 样 得 出 求 的 着 并 不 相等 ,而 是 构成 一 个 新 的 等 差 航 
数 , 那 末 我 们 就 把 它们 趾 做 二 阶 等 差 灼 数 ， 列 成 算式 来 就 ,二 
阶 等 差 圾 数 就 是 满足 条 件 

(as 一 0a) 一 (zz 一 01) = (04 一 0s) 一 (0s 一 02) 
= (bn) (nl) = 

的 家 数 , 而 这 里 的 m4, gq2,… ,nm 分 别 是 这 个 般 数 的 第 1 ， 
第 2 ,…, 第 % 项 ， 同样 , 如 果 一 个 航 数 的 各 项 同 它 的 前 一 项 
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的 差 构 成 一 个 二 阶 等 差 级 数 , 便 叫 做 三 只 等 差 航 数 。 这 个 定 
义 很 自然 地 可 以 推广 到 一 般 的 情形 ; 设 7 是 一 个 正 整数 ,所 调 
7 阶 等 差 籽 数 就 是 这 样 的 般 数 , 它 的 各 项 同 它 的 前 一 项 的 盖 
入 由 一个 了 入 权 攻 ， 二 辽 以 上 的 等 关 到 我 们 总 克 
高 阶 等 差 极 数 ， 

高 由 程度 的 著者 都 煞 悉 求 等 差 航 数 的 和 的 公式 ， 本 节 的 
任务 就 是 利用 构 泽 三 角 来 时 论 一 般 的 高 阶 等 差 极 数 的 和 ， 

我 们 先 从 以 下 的 一 批 公式 大 手 ， 

1+1i4+1+"“+1=%n, 


1+ 2 十 3 二 二 (一 1) 一 了 Cn 一 1， 
1 十 3 二 6 十 + 二 (n 一 1) (2 一 2) = 下 2 一 (人 一 2)， 
1+4+ 104++ 六 (nl1)(n—2)(n—3) 


= 二 nn-1)(n—2)(n—3), 


一 般 性 的 公式 可 以 猜 到 应 当 是 ， 
| Or+ Ont Ofte+ O%= OF!,m>r). (1) 
上 面 列举 的 式 子 分 别 是 "=0,1, 2, 3 的 情形 ， 

这 些 恒等式 的 正确 性 可 以 从 杨 注 三角 中 坦 接 看 得 出 来 . 
因为 覃 光 三 角 的 基本 性 质 是 :其 中 任 一 数 等 于 它 左右 厢 上 的 
二 数 的 和 我 们 从 图 中 一 个 确定 的 数 开始 , 它 是 它 左右 销 上 
的 二 数 的 和 :然后 把 左 再 固定 ,而 考虑 右 悄 , 它 又 是 它 的 左右 
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1 诊 上 的 二 数 的 和 ， 这 样 推 


1 1 上 去 ,总 是 把 左 月 国定 ,而 

1 2 对 右 局 运用 这 个 规划 ,最 
/YY ， 后 便 得 出 , 从 一 数 的 “ 左 
人 入 2 局 "出 发 ,向 有 上 方 作 一 条 


1 《人 “1 和 点 衬 边 下 行 的 直 模 ,位 

1 5 10 10 5 1 于 这 条 直 术 上 的 各 数 的 和 
等 于 南 数 ， 如 果 选 择 杨 光 三 角 的 第 n+ 工行 的 第 ?+ 工 个 数 作 
为 开始 的 数 , 那 末 这 里 的 辕 果 正 就 是 我 们 所 要 证 明 的 源 等 式 
(1)。 图 中 所 举 的 例子 是 

10=4+6=4+ (3+3)=4+[3+ (2+1)), 
郎 得 1+2+3+4=10. 

用 数学 归 精 法 来 鞍 明 恒等式 (1 ) 也 是 不 困难 的 , 不 过 得 
首先 向 明 一 点 :在 数学 归 灿 原理 中 ,如 果 把 条 件 (1T) 中 的 "=1 
改 成 %=a (a 是 一 个 确定 的 正 整数 ) ,而 条 件 (2) 对 于 任 一 大 
于 4 的 正 整 数 都 适合 , 那 末 同样 可 以 证 明 命题 对 于 所 有 大 于 
或 等 于 & 的 正 整数 % 都 是 其 确 的 (我 们 肯 汗 者 去 补 出 尽 组 的 
证 明 )， 

现在 我 们 就 在 作 了 这 样 就 明 的 基础 上 来 对 恒等式 ( 1 ) 中 
的 nn 施行 归 炳 法 当 n=7 + 1 时 ,(1) 式 的 左边 是 1, 而 右 
边 是 Orii=1, 所 以 是 展 确 的 ,又 假定 (1) 式 对 n=b (4>>7) 
改 确 ,部 

Ot 人 OO OF, 
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那 末 就 有 
Ort Qat'nt O%1+ Or= OF + Ors 
再 由 杨 辉 恒等式 ,上 式 的 右边 又 等 于 C7 有 ,所 以 推出 (1) 式 
对 于 n=$6+1 的 具 确 性 .这样 , 归 炳 原理 的 两 个 条 件 都 已 满 
足 ,于 是 可 以 断言 ,(1) 式 对 于 所 有 大 于 7 的 正 整数 ”都 是 成 
六 的 。 
依据 网 一 原则 ,还 可 以 把 (1) 式 的 永明 写成 
Or+ Or CT 二 OO s+ On 
一 0 由 + (OR OND + (Os~ OAD 


+ tt (OM ON + (Oi— OO ) 


=On, 
为 了 便于 于 忆 , ( 1) 式 也 可 以 改写 成 为 
Ort Orit Cr 十 十 Oo 一 Os (2) 


在 7=1, 2, 3 的 情形 ,这 就 分 别 是 等 式 

1 十 2 十 3 十 六 十 9 一 二 人 (2 十 1)， 

1+3+6+… 十 二 ma 二 1) = 二 atD (n+2), 

1+4+10+… 二 吉 %(n+1) (n+2) 

= 吝 nTD) (十 2) w+). 
茂 者 斌 证 ,( 2 ) 式 是 一 个 ? 阶 等 差 航 数 ， 
有 了 这 些 公 式 ,我 们 就 能 够 研究 一 切 高 阶 等 差 航 数 的 并 

题 ， 在 未 时 葵 一 般 博 形 之 前 , 先 举 几 个 例子 ， 
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例 1 。 求 等 差 季 数 的 前 项 的 和 . 
以 6 为 首 项 和 以 4 为 公 凑 的 等 差 般 数 的 一 般 项 是 
& 十 (% 一 1)94, 根 据 上 画 EE 有 的 公式 ,就 有 
ot(gra) + (+20) + + (at+n-i.d) 
一 0 人 (1 十 1++I 二 十 1 十 CT+2 十 十 2 一 1 
全 个 


一 24 十 二 (n—1) G= 坟 n (24 + HI. d). 

这 个 精 果 是 我 们 所 熟知 的 

例 2 求 13+224+32 十 … 二 03 的 和 。 

把 态 写 成 为 2 于 修一 1 十 有 而 一 般 项 为 喜 (一 1) 和 
4 的 般 数 是 已 有 公式 可 以 求 和 的 ,所 以 

12+22+ 82 上 0 Nn2 

二 2(0 十 1 十 3 十 6 十 十 六 nD + (1+2+3T.+m) 

=2* 计 (1 一 1) n (n+t1) 十 于 ma(m 二 1) 

= 二 n(n+1) (2n + 1). 

例 3 求 18T23 二 33 十 十 08 的 和 了 。 

把 态 写 成 为 6.18 (6 一 1) (% 一 2) +6: 二 6(% 一 1) 十、 已 
于 4 (8 一 1) (8 一 2), 当 4 (有 一 1) ,大 为 一 般 项 的 孝 数 都 包含 
在 已 有 的 公式 里 ,所 以 - 


@ 求 这 个 和 的 公式 ,在 我 国 元 代 的 数学 家 朱 世 杰 所 著 的 < 四 元 玉 鉴 > 一 着 
《1303 年 ) 中 便 已 发 现 , 比 西 洋 最 早 得 出 这 个 公式 的 德国 数学 家 来 本 尼 区 
《Leibniz2) 要 时 三 再 多 年 ， . 
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2 
=6: DD nm) 
十 6 车 和 一 D n(ntl)+ 襄 % (n+1) 
=Jnn+ DE-1) (nm—2) +4(n—1) +2] 
_1 


=Jnao+Dno+D=[ 了 nod+I 
由 此 可 见 ， * 四 
1 十 23 二 33 十 十 93 一 (1 二 2 二 3 十 … 十 人 7) 

由 上 面 的 几 个 例子 很 容易 看 出 ,要 求 一 个 圾 数 的 和 ,可 以 
先 把 它 的 一 般 项 用 公式 中 诸 籽 数 的 一 般 项 表 出 来 , 再 分 别 用 
公式 求 得 .很 自然 地 会 发 生 这 样 的 疑问 ,对 于 任何 一 个 以 了 
的 多 项 式 为 一 般 项 的 下 数 , 这 种 奏 法 常 是 可 能 的 吗 ? 如 果 可 
能 的 话 , 又 怎样 求 出 它 的 表示 式 呢 ? 这 就 是 在 下 面 两 节 中 要 
解决 的 中 心间 题 。 


五 差分 多 项 式 


我 们 先 引进 一 些 新 的 概念 。 
定义 1 如 果 f (2) 是 2 的 多 项 式 , 那 末 多 项 式 
f(r+ 1)—7(®) 
称 为 f(z) 的 闫 分 ,用 和信 f(%) 表 示 它 、 人 和信 f(o) 的 差分 时 做 f(z) 
的 二 条 差分 ,用 和信? 了 (2?) 表示 它 ; 所 以 
2f (4) = ACf (z+1)— 1 (2)) 
=/(2+2)—27 (+1) +f (2). 
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又 用 Asj (四 表示 Axj (2) 的 着 分 , 呈 做 /2) 的 三 极 差 分; 显 
然 有 
A =J(z+3) 一 3j(z+T2) 31z+1) 一 (7) 。 
一 般 地 ,我 们 定义 Fo 的 了 规 益 分 人 "f(z) 是 它 的 7 一 1 
赵 差 分 人 一 fo) 的 差分 。 
不 难 证 出 
Ar"jfz) = -Of (r+r—1) 
+Or f(s+7—2)— t(D fs). (1) 
要 证 明 这 个 公式 可 以 用 数学 归 炳 法 。 我们 已 知 这 个 公式 当 
7? 二 1, 2, 3 时 都 鞭 确 。 假 定 它 对 7=6 一 1 仍 其 确 ,部 
AYIf(2)=f(24+8—1)—0 1 ,f(s+b—2) 
+Og Sf L+Hh—3) ~ + (—1)*1f(%), 
那 末 根 据 定义 得 出 ， 
A*fz) = 和 A 人 LA Lo)] 
=[f(z+H -Of (t+b—1) 
二 058 一 2) 一 … 上 + (1)*1f (r+1)) 
—[f(+b—l)—O f+h—2) + 
+ (—1)* 20%2f(r+1) + (~—1)*1f(%)). 
合并 相同 的 项 ,由 杨 诅 恒等式 立 得 | 
Arf()=f(2+h) -0 ft+th—1)+ 0! f(th—2) 
“+ -DOr (e+1) +(—1)*f()., 
所 以 (1 ) 式 对 于 任何 正 整 数 7? 都 是 四 确 的 。 


如 果 了 (x) 是 一 个 双 次 多 项 式 , 那 末 人 A7jz) 是 一 个 
(mm 一 1) 次 多 项 式 ; 青 依次 推 下 去 , 就 知道 人 "了 (x) 是 一 个 常 
数 。 因 此 ,如 果 *? > m, 那 末 人 入 了 (x)=0. 从 这 里 还 很 容易 
看 出 如 下 的 事实 :以 的 w 次 多 项 式 f(4) 为 一 般 项 的 般 数 

0) FAFA TF FFE fn—1) + fn) 
是 一 个 % 阶 等 着 航 数 (只 须 注意 了 0) 的 差分 是 表 数 的 第 
+2 项 和 第 8+1 项 的 差 )， 

读者 就 算出 : 

AAA” 一 入 | [+ 一 Dj] Arz"=ml， 
定义 2 多项式 

Pr (o) = 而 2 一 1 一 十 1) >>15Po(o) =1, 
称 为 次 差分 多 项 式 。 

当 Yz 是 一 个 大 于 或 等 于 天 的 正 整数 时 ， 

Pa = Ot, 
这 是 一 个 整数 ; 当 % 是 一 负 整 数 一 m 时 ， 
Pi(—m) = (—1)* (et D te) mt Dm 
= (—1)*0% ,0 
也 是 一 个 整数 ; 当 z=0,1,…,8 一 1 时 ， 
Pr (x) =0, 

显然 有 ， 

Pi(z + 1)— P(%) | 

= (+ 1) re (wh+2) 一 4 和 (2 一 1 (rb+1)] 


一 让 2(2 一 D) (一 4 二 2) Co 二 1 一 (一 5 了 


一 从 二 Te- 1) (2—h + 2), 


朗 APi(D) = Pei (2) 


这 是 杨辉 恒 等 式 的 推广 ,也 是 差分 多 项 式 的 基本 性 实 ， 

差分 多 项 式 的 另 一 性 质 是 , 当 儿 取 任 一 整数 值 时 ， Pr (2) 
也 是 整数 。 因此 显然 有 :如 果 a ,04-1,… ,a 都 是 整数 , 那 末 
当 z 取 整数 值 时 ,多 项 式 

f (2) =arPr(®) FT ariPr1(®) TF» taP(r) +ao (3) 
也 取 整 数值。 具有 这 种 性 质 的 多 项 式 称 为 整 值 多 项 式 (例如 
任何 以 整数 为 系数 的 多 项 式 都 是 整 值 多 项 式 ). 我 们 现在 进 
一 步 去 证 明 , 任 一 个 次 整 值 多 项 式 一 害 可 以 表 成 为 (3) 的 
形式 ， 

先 证 明 : 任 一 个 二 次 多 项 式 可 以 吉成 为 

OO 一 arPr(2) + Ar Pri1(t) 十 十 aaPi(2) tao, (4) 
这 里 的 qz,axl,… ;ao 不 一 定 是 整数 。 

要 证 明 这 一 点 并 不 国难 ,因为 我 们 可 以 这 样 定 出 au， 
Jo 一 arPi(z) 成 为 低 于 次 的 多 项 式 ; 这 梯 陋 灰 减 去 ， g 
得 所 求 。 褒 得 更 严格 一 点 ,可 以 用 数学 归 炳 法 ; 当 f(z) 是 一 
个 1 次 多 项 式 时 ,由 于 jc)=az+B-=aPiz) 二 TB, 这 个 辐 论 
显然 是 对 的 。 再 假定 任 一 个 (4 一 1) 次 的 多 项 式 都 可 以 
表 成 为 (4 ) 的 形式 , 那 末 , 设 了 (2) 的 全 的 系数 是 a, 显然 
j (2) 一 hiaPy(4%) 是 一 个 (4 一 1) 次 的 多 项 式 ， 于 是 

f (2) ~ biaPr(s) =ar Pret) 十 二 01 Pi1(%) + ao, 
移 项 并 命 f1a=ax, 朗 得 (4) 式 。 


车 (4) 是 束 值 多 项 式 , 以 2=0 代入 , 部 得 j0)=ao 是 
整数 ; 再 以 2=1 代入, 得 f(1)= :Aa1+ oo 是 整数 , 所 以 ay 是 
整数 ， 而 

f (2) 一 ao 一 Pi(O 
一 OPe(2) + AsiPr-1(2) 十 …。 Pa) 
也 是 整 值 多 项 式 。 又 以 2=2 代 人 ,可 知 as 是 整数 ， 再 研究 
整 值 多 项 式 

f (2) ~—ao ~—aiPi(%) —asP,(2) 

a Pret) 十 Qr_iPr_i(2) + + As Ps (2), 

以 2=3 代入, 可知 as 也 是 整数 ， 依 照 这 个 法 则 内 车 进行 ,可 
得 所 有 的 系数 ao,Q1,… ,az 都 是 整数。 

有 了 表示 式 (4), 要 求 以 6 次 多 项 式 Fo) 为 一 般 项 的 高 
阶 等 差 级 数 的 和 就 很 容易 了 。 事 实 上 , 如 果 

f (%) =ar Pr (2) 十 az -1IPr -ai(2) 十 … 十 aiPi(Z) + ao, 
根据 上 一 节 中 已 经 证 明了 的 一 系列 “标准 ”高 阶 等 差 航 数 的 公 
式 ( 注 总 当 和 着 r 时 ,PP (m) = O05 当 m%<7 了 时,P,(m) =0), 就 
有 

fCO)+FCI) HI 2) + +t fn) 

=arPrri (ni1) +ar_Pr(n+1) 十， 
+aPs(nt+1) +ao(n+}). 

最 后 还 剩 下 一 个 圈 题 ,就 是 ， 任何 一 个 高 阶 等 着 般 数 的 一 
悉 项 是 不 是 常常 能够 才 成 为 一 个 多 项 式 ? 运用 本 节 所 介 结 的 
知识 ,这 一 点 是 不 难 让 明 的 ,我 们 把 它 留 栓 征 者 作为 一 个 习 
题 。 
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. 人 六 逐 差 法 


我 们 已 经 证 明了 任 一 多项式 fx) 可 以 吉成 为 
f (2) 一 axPre(Z) 二 ak-P 2O) + .ta P(t) +ao.(1) 
但 是 如 果 按 照 叶 明 中 所 用 的 方法 去 实际 计算 ao, 1,… ,94， 
那 还 是 一 件 相 当 麻 烦 的 事 。 现 在 我 们 给 出 一 个 比较 简便 的 办 
法 ,直接 求 出 这 些 系 数 ， 
显然 1(0) =a。。 作 (1 7) 的 差分 ,由 推广 的 杨辉 短 等 式 得 
到 : 
Af (2)=arPra(s) tar Pe 2(2) + + a Ps) + a 
命 2 一 0, 那 末 有 。 
(Af (2)) es0= 1, 
也 就 是 
f(1)~f(0)=n. 
同样 因为 
A3f(2) = AC(AF ET) =a Po(r) + + as Pi(s) + as, 
所 以 
(Af (2)) sao= (2)—2f(1)+f(0)=a, 
这 样 一 直 做 下 去 ,不 难得 到 ， 
A fl2)) ow=f (7) — Orf (r—1) + Of (7r—2) 
~—+(—1)f(0)=a,, (r=1,2,.",6). 
因此 ,关于 如 何 具体 算出 Qo,a;,…,ax, 有 以 下 的 方法 ， 
先 把 1(0),f(1),f(2),…,f(&) 的 数值 写 下 ,再 求 后 项 减 
前 顶 的 差 值 ， 于 是 得 出 FL1)-A(0)， (2) 一 了 (1),…， 
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j 一 站 一 1 又 求 这 些 差 值 的 后 项 减 前 项 的 差 值 ,等 等 ， 
从 而 得 出 如 丁 的 滩头 到， 
fC0), fF C1), f (9), fF (C3) f (kl1), fF (k) 
fC)—fC0), fC) —f C0) F639) ~ (2), «0 FE) fC) 
f(2)—2f01)—F(0)s 10s FE) Qf 1) + E02) 


f OO) ~ Of (kl) FO G2)— t+(—1)*/ (0) 
于 是 ao 是 上 表 中 第 一 行 最 左边 的 数字 ,a1 是 第 二 行 最 左边 的 
例如 者 /ep) =z3, 那 末 上 面 的 表 变 成 ， 
0, 1 ， 8, 27 


所 以 得 出 ， 
W001+1n+0 +6 
这 正 是 第 四 节 中 例 3 的 情形 ， 
从 本 节 的 精 果 还 可 以 看 出 ,如 果 一 个 4 次 多 项 式 对 于 妹 
续 &+I 个 整数 都 取 整 数值 , 那 末 它 就 是 一 个 整 值 多 项 式 。 


七 推 深 术 


高 阶 等 差 航 数 的 一 个 重要 应 用 是 所 需 准 果 知 是 ,在 西洋 
又 时 它 做 “ 积 弹 ”。 现 在 举 几 个 我 国 古代 数学 头 所 做 的 阅 题 作 
为 例子 。 
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仿 1( 宋 , 沈 括 , 1030-10947。 酒店 里 把 酒仙 县 层 堆积 ， 
底层 排 成 一 长 方形 :以 后 每 上 一 层 ， 
长 和 宽 两 边 的 钥 子 各 少 一 个 ,这样 

. 挫 成 一 个 长 方 台 形 ( 图 2)， 求 酒 钥 
的 总 数 。 

设 底 层 的 长 和 宽 两 边 分 别 损 4 
和 5 个 盘子 ,又 设 一 共 堆 了 n 层 . 
那 未 , 汝 各 的 总 数 
S=ab+ (0—D) (Bb—1) +(0—2) (0—2) 
士 … 十 (dg 一刀 十 1) (2—n+1). 


因为 
(og—E+1)D—£+1) 
=h2— (GotOB+ a +1) D+1) 
=2[ 了 4 一 D] 一 C++D4T (tl (G+1), 
由 第 四 节 的 高 阶 等 差 毅 数 的 基本 公式 , 立 刘 得 出 ， 
8 一 言 @+TDm 一口 一 二 他 二 5 二 1 人 十 了 和 
十 (C++t) (DT1)7 
一 二 nm[2n2 一 3(C+0 十 1)m 十 606 二 36 十 35 十 1]。 
特别 是 如 果 <=! =m, 那 末 记 堆 成 的 “ 坷 ?叫做 “正方 壤 ”， 
这 时 的 总 数 就 是 | 
1+22+33+t n= 吉 n+D) (2n+D). 
例 2( 宋 , 档 济 , 1261 ). 将 图 弹 堆 成 三 角 却 ,底层 是 每 边 
有 的 三 角形 ,向 上 逐 层 每 边 少 一 个 , 顶 野 是 一 个 。 求 总 数 。 
根据 第 四 节 的 公式 ,很 容易 算出 总 数 


S=1+(1+2)+(1+2+3) + + (1+2+ + 
=1+8+6+ +n(n+1) 
一 证 n+ 1) (n+2). 


例 3 (元 , 朱 世 杰 , 1303 )， 搬 旺 形 :由 底层 每 边 从 1 个 到 
4 个 的 只 三 角 翰 集合 而 成 (图 3 ?。 求 总 数 ， 


orosae 


图 3. 
根据 上 例 的 精 果 ,得 出 总 数 
S=1+ (li+3)+ (1+3+6) + 
+[1 +3+6 二 十 要 n(n+1)] 
=1+4+10+ .+n +1) (n+2) 
= + (n+2) (n+3). 
例 4 仿 品 饶 头 若干 个 , 堆 成 六 角 块 ; 顶层 是 一 个 ,以 下 
种 层 都 是 正六 角形 ,每 边 递增 一 
个 (图 4)。 设 底层 每 边 是 % 个 ， 
求 总 数 。 
先 算出 底层 篇 头 的 个 数 S'. 
这 种 方 灶 我 国 古代 时 “ 束 物 术 ”， 
事实 上 ,底层 的 镶 头 除 中 心 的 一 
个 外 ,其 余 的 构成 一 个 公差 是 6 
的 等 差 狼 数 , 它 的 首 项 是 6( 朗 
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禾 中 心 的 6 个 )， 末 项 是 6(m 一 1)( 即 最 外 一 层 键 头 的 数 
站， 所 以 四 2 
Si 1464124.+6(n-1) 
一 1 十 6[1 二 2 十 … 二 (人 一 1)] 
=1+6° 2 1+8n 人 一 D 
于 是 得 出 能 头 的 总 数 
S=1+(1+3.2.1) + (1+3.3.2) 
+(1+T3.4.3) 十 了 [1+3n (n—1)) 
= 一 (1+I+1+… 二 1) 二 3[2.1+3.2 
十 4.3 十 … 十 (2 一 1 
=n+6 (1+3+6++ 7) 
二 % 二 (nl1)nGm+1)}=n(l+n 1)=n, 
卵 者 斌 求 出 ; 当 顶 层 不 是 一 个 而 是 每 边 是 个 的 正 六 向 
有 形 时 ,能 头 的 总 数 是 多 上 少 。 


八 混合 级 数 


我 们 已 经 对 高 阶 等 差 科 数 作 了 研究 。 在 中 学 的 代数 嘲 程 
里 面 ,我 们 还 学 到 过 另 一 类 很 重要 的 圾 数 一 一 等 出 顾 数 。 所 
铅 等 比 帮 数 ,就 是 圾 数 中 的 每 一 项 和 它 的 前 一 项 的 比值 等 于 
一 个 常数 :我 们 把 这 个 常数 串 做 这 个 规 数 的 公 出 。 如果 已 经 
知道 了 一 个 等 比 胡 数 的 普 项 和 公 比 ,就 能 求 由 它 的 任 一 项 以 
及 它 的 和 。 例 如 

So=1+% 寺 23+ 十 1 
是 一 个 公 比 是 2 的 等 比 航 数 ， 要 求 它 的 和 So, 可 以 将 上 面 航 
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数 中 的 每 一 项 乘 以 x, 得 到 
VS 一 2 十 22 二 723 十 十 2 
从 So 减 去 2So, 有 
(1—%)So=1—%", 
如 果 * 尖 1, 从 上 式 就 得 到 


一 人 有 
So 一 ] 


工 一 了“ 
把 高 阶 等 差 级 数 和 等 比 胡 数 结合 起 来 加 以 考虑 , 很 自然 
地 会 引导 出 这 样 的 问题 ; 如 果 f(y) 是 一 个 6 次 多 项 式 , 我 们 
能 不 能 求 出 胡 数 1 
fO TF LEFF + fn 1) "1 
的 和 呢 ? 
回答 是 肯定 的 ， 
和 前 面 的 第 四 节 一 样 ,我 们 可 以 先 来 考虑 以 下 一 些 特殊 
航 数 的 和 ， 
Si1=1+2¢+30 十 二 000 
Ss=1+3¢+ 603 十 …… 十 二 mm 二 1)2” 


Ss=1 十 4% 十 1022 十 本 + n(n+1) (n+2) "1, 


一 般 的 是 
S,= OF+OW E+ Or + eet Or nst"1. 
如 果 42==1, 那 末 它们 正 就 是 我 们 在 第 四 节 中 计 论 过 的 高 阶 刍 
盖 角 数 , 因 而 在 以 下 的 讨论 中 ,我 们 总 假定 2 关 1。 
求 和 数 S51,5s,Ss,… 的 方法 ,和 上 面 求 So 的 方法 是 类 似 
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啤 


的 .因为 
1 二 203 十 328 十 十 7209， 
所 以 
(1 一 2)S 一 1 十 4 十 妇 十 和 十 2 一 0 一 人 一 02 


于 是 根据 5 的 精 果 ,得 到 


1 一 2 a 
SA 
用 同样 的 办 法 又 很 容易 算出 ， 


(1—%) Ba=S1— 吉 n+ 1", 


从 而 得 到 


Fad 


] 一 2 1 
Ss a "a ~ ann+1) 


TZ 
了 一 2 “ 


这 样 依次 算 下 去 ,只 要 知道 求 和 数 5,_1 的 公式 , 就 可 以 
把 和 数 5, 算出 来 。 于 是 对 于 上 面 的 一 些 特殊 的 混合 地 数 ,我 
们 的 于 题 算是 解决 了 。 

再 根据 第 五 节 的 业 果 , 任 一 个 5 次 多 项 式 FI) 总 可 以 雪 
成 为 

J (JJ) = Pr(Y) + Gp1Pri(Y) 十 十 0 忆 (Y) + ao, 

这 里 P,( 办 是 9 的 7 次 差分 多 项 式 .， 因此 由 差分 多 项 式 的 性 
摘 ,一 般 的 混合 才 数 也 可 以 求 和 。 


九 无 穷 级 数 的 覆 念 


以 上 我 们 所 言 其 到 的 都 只 是 有 限 项 的 级 数 , 但 是 在 有 些 
时 候 , 特 别 是 在 高 等 数学 中 ,更 重要 的 却 是 当 航 数 的 项 数 吨 增 
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加 到 完 穷 肝 的 情形 。- 
就 以 等 比 胃 数 为 便 。 我 们 已 粮 知 渤 


1 十 华 十 如 二 十 和 1 二 5 (Ti) 

如 果 一 1<2<1, 那 末 当 % 变 得 很 大 的 时 候 , s* 变 得 很 小 而 非 
常 接近 于 0, 从 而 航 数 的 和 非常 接近 于 了 二 2。 这 时 我 们 就 说 ， 
无 穷 权 数 
: 十 多 十 23 十 十 如 十 和 
是 收 请 的 ,而 且 它 的 和 就 是 二; 

一 般 地 裔 ,一 个 无 穷 级 数 的 项 是 依 某 一 规则 排列 的 ;如 果 
它 的 前 而 任意 有 限 项 的 和 随 着 项 数 的 无 限 增 大 而 非常 接近 于 
一 个 确定 的 数目 , 那 末 这 个 无 穷 级 数 就 叫做 是 收敛 的 ,而 这 个 
确定 的 数目 就 是 它 的 和 。 

从 上 面 的 例子 还 可 以 看 出 :如 果 一 个 无 穷 级 数 的 项 和 变 
数 * 有 关 , 那 末 为 了 保证 这 个 圾 数 是 收效 的 ,需要 把 “限制 在 
一 定 的 范围 之 内 。 事实 上 , 假如 例子 中 的 > 大 于 1 或 小 于 
一 1, 于 是 当 n 人 意 来 食 大 的 时 候 , 人 * 也 随 之 意 来 合 大 ， 这 时 航 
数 的 和 就 不 得 接近 于 一 个 确定 的 数目 ,而 趋向 于 无 穷 了 ， 

关于 无 崔 航 数 的 概念 ,在 我 国 古 代 的 著作 中 就 已 经 有 了 . 
例如 在 公元 前 300 年 左右 我 国 著名 的 哲学 家 庄 周 所 著 的 庄 
子 , 天 下 第 三 十 三 篇 里面 ,就 有 “一 尺 之 楼 ,日 取 其 中 ,万 世 不 
总 "的 懂 法 。 翻 法 成 白话 就 是 , 一 根 一 尺 长 的 杖 ,今天 取 它 的 
一 中 , 明天 取 剩 下 的 杖 的 一 中 , 后 天 再 取 剩 下 的 杖 的 一 中 ，… 
这 样 条 奈 下 去 ,总 没有 取 完 的 时 候 。 我 们 可 以 把 这 件 事 列 成 
数学 式 子 , 那 末 所 取 楼 的 总 长 是 无 岑 级 数 
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的 和 。 这 是 一 个 公 比 是 寺 的 等 比 胡 数 , 由 前 面 的 公式 ,我 们 知 
道 它 的 和 等 于 
1 1 1 


1 1 ,1 a 1, i 
训 (1+ 可 二 站 十 "BT 十 ) 一 本 1 9 2=1, 


1 一 -一 


| 2 

即 是 楼 的 原 长 。 不 过 事实 上 我 们 是 取 不 到 无 穷 次 的 ; 因此 只 
可 能 把 取 的 次 数 尽量 境 多 ,使 得 剩 下 的 部 分 非常 之 小 而 接近 
于 0 ,但 总 不 能 达到 0 。 这 便 是 “万 世 不 竟 " 的 意思 ，- 

在 西洋 的 古代 数学 中 也 有 类 似 的 例子 ， 最 有 趣 的 例子 之 
一 就 是 所 般 齐 器 (Zeno) 的 前 汰 ,或 者 叶 做 亚 其 尔 (Archilles) 
和 急 的 阅 题 。 亚 其 尔 是 希腊 传说 中 一 个 善 走 的 种, 可 是 齐 绰 
却说 在 某 种 情况 下 他 甚至 于 永远 赶不上 一 只 访 急 。 齐 说 所 
持 的 理由 是 这 样 的 ;假定 亚 其 尔 的 速度 是 岛 急 的 10 售 , 开 始 
的 时 候 他 在 色 的 后 面 10 里 .. 当 亚 其 尔 走 完 这 10 里 时 ,在 这 
段 时 间 内 , 龟 已 向 前 走 了 1 里。 而 当 亚 其 尔 再 走 完 这 1 里 时 ， 
龟 又 向 前 走 了 六 里。 这样 推 葵 下 去 , 亚 其 尔 每 赶 上 龟 一 段 路 
程 , 龟 又 向 前 走 了 这 段 路 程 的 而 那么 长 的 路 。 于 是 亚 其 尔 和 


龟 之 间 总 有 一 段 距离 ,而 始 灯 和 追 不 上 这 只 遍 龟 ， 

可 是 任何 人 都 知道 事实 并 不 是 这 样 的 。 那 末 齐 器 的 错误 
在 什么 地 方 呢 ? 很 容易 看 出 来 ,错误 就 在 于 他 把 亚 其 尔 追 赶 
篇 龟 的 路 程 任意 地 分 成 无 窑 多 段 ,而 且 断 划 静 :要 走 完 这 无 穷 
多 段 的 路 程 ,就 非 要 有 无 限 长 的 时 间 不 可 。 

睫 我 们 对 亚 其 尔 追 赶 岛 印 所 需 的 时 间作 同样 的 分 析 ， 不 
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妨 设 亚 其 尔 的 速度 是 每 小 时 走 10 里 ， 于 是 按照 上 面 的 分 段 ， 
走 完 第 一 段 所 需 的 时 间 是 1 小 时 , 走 完 第 二 段 是 区 小 时 ， 走 完 
第 三 段 是 二 小 时 ， …。 因 此 追 上 岛 龟 所 需 的 时 则 就 是 无 益 
航 数 


1 
1 + 


1 
10" 


这 和 我 们 用 算术 或 代数 方法 算出 的 答 数 是 一 致 的 。 所 以 齐 蓄 
的 识 误 就 是 显然 的 了 。 


一 元 穹 混合 级 数 
在 前 节 中 我 们 已 经 得 到 这 样 的 辕 果 , 如 果 一 1<x<1, 那 


1 -1 二 cy 小 时 
tN). 


末 
1 


1 十 4 十 妇 十 人 十 和 十 入 二 8。 


从 这 个 事实 出 发 ,我 们 可 以 证 明 以 下 一 柔 烈 的 无 穷 渴 合 胃 数 


的 公式 在 一 1<w<1 时 成 立 
_ 1 
2 eo0 -二 n=l1 sse 二 一 一 一 一 一 一 一 
十 24 十 322 十 ,十 Tom1 十 Cr， 
1 上 3xz 十 622 十 …… 十 羡 罗 (二 TarrI 二 一 


《一 28 
或 者 一 般 地 写 为 
Cr 二 OZTOr02 二 二 OTDR 


= = 0,1,2,3,.). 


要 在 明 这 些 等 式 ,可 以 对 "用 归 精 法 ””。 
39 


当 ?=0 时 ,这 就 是 等 比 角 数 的 公式 ， 
当 7?=1 时 ,因为 
(1—%) (1+2%+ 3%2+ +N" 1 .) 
一 1 十 22 十 322 十 十 Fi0 十， 
一 (C 十 202 十 … 十 (一 Don 十 …) 


1 


=1+%+ 人 + +1 十 = 二 z 


所 以 有 ， 
《一 772， 


现在 假定 对 于 正 整数 "=4 一 1 公式 成 立 , 即 有 ， 
Oi+ OF w+ OP w+ eet OF tl + = 
那 未 由 杨 光 慑 等 式 ， 
(1—%) (Of+ Or wt OF 十， 


1 + 2%+ 3%2 二 二 NOI 十 400 二 -一 > 


+ Okrn-2® oo ni ZX 十) 
一 Of+ Os t+ Or V+ 二 OP st" 1 + ee 
—(OFw+OR t+ + Ohtar" t+) 
= Oi+(On— OW)s+ (OF — OF) +e 
. +( Oil- 一 Okin-2) Wl 
= OI+ OF w+OR! 22 十 
+ Oot 


于 是 得 到 ， 
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Ck+ Orr t+ OR y+ ee 二 Op-o 十 分 一 
这 便 是 我 们 所 要 证 明 的 . 

不 过 在 上 面 的 运算 过 程 中 ,我 们 还 得 郑重 声明 一 点 ,就 是 
我 们 必须 事先 知道 这 些 般 数 在 -1< * <1 的 时 候 都 是 收敛 
“的 。 币 定 它们 的 收敛 性 需要 用 到 高 等 数学 的 知识 ,在 这 里 就 
只 好 略 去 了 . 

读者 自然 不 难 从 已 经 证 明 的 公式 和 差分 多 项 式 的 知识 来 
导出 求 一 裔 无 图 泥 合 般 数 的 和 的 公式 (2 仍然 要 限制 在 1 和 
1 之 阅 ) 

我 们 只 举 两 个 例子. 

例 1 裕一 1<x<1, 求 以 下 无 鹤 航 数 的 和 。 

S=1-22%+ 3282 + W201 二 


1 
(1—2) rT 


因为 
m=2. 计 NN+1) 一 n， 
所 以 
8=2[1 二 36 十 622 十 … 十 豆 W(R 二 Do 二 
一 (十 20 3 二 nl) 
lt 
一 CE 1<7< 忆 1 
例 2 设 一 1<%<1, 求 以 下 无穷 航 数 的 和 ， 
S = 1+23%+33%2 十 。 Nav "1 on 
因为 
m6 “ 计 (N41) (2 十 2) 一 6° 计 (n+ l) 十 mi 
所 以 
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8 一 6(1 十 4 十 1002 十 … 十 再 由 人 十 TD 人 二 2 各 十 
一 6[1 二 32 十 6Z2 十 … 十 m+ De 1 
+ (1+2%+3%2+ .+n 1 + ) 
0 6 + 1 
-DD -ey (~—z)? 
6—61—2)+ (0) thet 一 
Cr Cz lel, 


一 一 ”和 任 环 级 数 


我 们 还 可 以 定义 一 类 更 加 广泛 的 般 数 ,把 前 画 所 讨论 过 
的 高 阶 等 差 航 数 和 混合 圾 数 都 包 合 在 内 ,这 就 是 所 对 循环 者 
数 . 
我 们 把 一 个 任意 的 胡 数 写成 如 下 的 形式 ， 
Wo 十 Ui 十 Wg 十 十 Wn 上 (1) 
如 果 存 在 一 个 正 整数 和 和 名 个 数 @ ,mp，… ,0w， 使 得 关系 式 
Un nrt lt On Tt "+ Wn 
对 所 有 的 非 负 整数 % 都 成 立 , 那 末 般 数 (1) 就 时 做 阶 循 环 
般 数 ,而 上 面 的 方程 式 中 做 上 险 循环 方程 式 . 
换 句 话 锁 ,一 个 生 阶 循环 圾 数 的 特征 就 是 ; 它 的 任 一 项 
(除了 最 前 画 的 6 项 以 外 ) 都 可 以 表 成 它 前 画 6 项 的 一 次 式 ， 
而 这 个 一 次 式 的 系数 不 因 项 的 变动 而 改变 ， 
对 于 带 有 2 的 震 次 的 圾 数 
Wo 十 到 过 十 202 十 十 0 十 (2) 
我 们 要 将 上 面 的 定义 略 加 修改 ， 这 时 候 , 航 数 (2) 成 为 4 阶 御 
环 静 数 的 条 件 是 :存在 一 个 正 整 数 4 和 上 个 数 wascay 04， 


<3 


使 得 关系 式 
ts 二 (usb 1) 
十 Ca02 (Untp_2r" tt 2) 十 十 CN (Un%”) 


对 所 有 的 非 负 整 数 % 成立; 同时 称 多 项 式 


为 极 数 (2) 的 特征 多 项 式 .， 


为 了 更 清楚 地 识 明 这 个 定义 的 意义 ,我 们 举 几 个 例子 
`: 例 1 以 4 为 公差 的 等 差 航 数 
m+ (a+d) + (g+20) + + (G+nd) +. 
这 时 =C， =4+4， ta 一 0 十 29，…， 


Wn= + Nd, 和 
由 Untg—= Wntlt+ 0 
和 加 一 十 
得 出 ti 一 2 1— Un, 
所 以 等 差 胡 数 是 二 阶 循环 极 数 ， 


例 2 以 w 为 公 比 的 等 比 极 数 
Fort ar tt "to, 
这 时 按照 第 二 种 定义 的 形式 ， 
Wo 二 WI1 = Wa = = “0, 
因为 an+19 1 = (Wy") ， 
所 以 它 是 一 阶 循环 琢 数 ,而 它 的 特征 多 项 式 是 1 一 2。 
例 3 ”一般 的 高 阶 刍 差 航 数 
f 0 +F7(GD + FE) 十 上 Fo +t oe, 
这 里 f (nm) 是 一 个 % 的 4 次 多 项 式 ， 
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Wo=f(0), WwW=f(1), w=f(2), 


Wn = fn) ， 


因为 任 一 个 6 次 多 项 式 的 +1 级 差分 等 于 0, 根据 第 五 节 所 


这 时 


证 明 的 公式 ,有 
人 At) = tht) — OLnf th) 
+ Of (m+h—l) ot (—1) "tf (n) 
=0; 


移 项 便 得 到 循环 方程 式 


Wntk+1 一 ON Wntk Orntk1 + (—1) 0,. 
所 以 我 们 证 明了 任 一 个 6 阶 等 差 顾 数 是 4+1 阶 的 循环 航 数 . 
例 4 一般 的 混合 极 数 
f(0) + FDET+T FORT+ +t fT" + 
由 例 3 很 容易 看 出 它 也 是 一 个 4+1 阶 的 循环 般 数 (是 
多 项 式 f(m) 的 次 数 ) ,而 它 的 特征 多 项 式 是 
1 — 0!,, z+O% tt (1) rrrkt1 =— 《1 一 0) 2tl 
例 3 和 例 4 是 分 别 包 括 例 1 和 例 2 的 ， 
现在 的 并 题 是 ,怎样 去 求 一 个 循环 级 数 的 和 呢 ? 
我 们 先 求 考虑 循环 规 数 


wot Uw + Wa02 十 TF Wm" + 


识 


一 QI 一 do02 一 一 0z0 


是 它 的 特征 多 项 式 , 且 售 


;二 Wo 十 WIC 十 Wa 二 二 Ww 之， 


那 末 
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(1 一 044 一 ob2 一 一 CS 
一 [to (0 — 0) s+ (Wa— I 一 Goto)23- oo0 

+ (Wri.a — Wap — Op 1U0) ok] 

+ [O62— yp — tou a — po) XE + 

+ (Un — V1 an og— GnUnk) 2"] 

—L(gmnt gdn 1 0 + ntl) CE + nb] 。 
但 由 于 循环 的 条 件 , 这 儿 第 二 个 方 括 弧 里 面 的 项 都 等 于 0, 所 
以 得 出 5S; 等 于 


ot (Wo) Wp Up pWo) Dhl 


] 一 44Y 一 9202 一 一 GNO 
(S105 十 Goll 十 … pW ph) “+optno"th 
Tor—4%82— QTE ” 


如 果 上 面 的 般 数 对 于 一 定 范围 内 的 x 是 收 八 的 , 那 末 它 
的 第 ” 项 将 随 关 的 境 大 而 接近 于 0。 于 是 无 穷 航 数 的 和 ， 


SS。 = 
® TX- GT2— GETE 时 


如 果 1 不 是 特征 多 项 式 1 一 oz 一 as 好 一 … 一 好 的 根 ， 
那 末 在 求 得 的 5, 和 S。 中 办 w==1 (如 果 收 仇 的 话 ) ,就 得 到 
和 数 ， 


Vo 上 20 十 ta 十 十 


和 1 二 4 十 十 十 十 
我 们 议 颖 者 菠 朋 逆 的 例题: 如 果 . 
a ta 


而 Qt 是 任 创 一 个 坎 数 小 于 4 的 多 项 式 ,， 独 未 2 - 按 4 的 


~ A -人 


放下 多 项 式 的 涯 环 直 


一 二 簿 环 级 数 的 一 个 例子 
-一 一 辈 疲 那 契 航 数 

上 节 中 已 经 举 了 循环 圾 数 的 四 个 例子 ,现在 我 个 再 举 一 
个 厅 趣 的 例子 ,就 是 所 对 关于 更 子 数目 的 斐 波 那 契 天 题 六 . 

假定 每 对 大 更 每 月 能 生产 一 对 小 更 ,而 每 对 小 更 过 一 个 
月 就 能 完全 长 成 。 闽 在 一 年 里 面 , 由 一 对 大 更 能 繁殖 出 多 少 
对 大 更 来 ? 

这 个 团 题 有 趣 的 并 不 是 正面 的 答案 , 那 是 不 难 直 接 算 出 
的 ， 我 们 威 兴 趣 的 是 大 竟 的 总 对 数 所 成 的 航 数 。 假 定 最 彻 的 
对 数 记 作 wo, 过 了 一 个 月 是 ww, 过 了 两 个 月 是 如, 而 一 般 的 
过 了 个 月 是 如 。 由 是 证, uo 二 1， 过 了 一 个 月 之 后 ,有 一 对 
小 先生 产 出 来 了 ,但 是 大 更 的 对 数 仍然 一 样 , 即 妇 =1， 过 了 
两 个 月 , 这 对 小 更 长 太 了 ,而且 大 更 又 有 一 对 小 吏 生产 出 来 ， 
所 以 24 二 2, 这 样 权 粮 算 下 去 ,还 可 以 得 出 ws 3,t% 二 5,*…. 
一 般 地 襄 , 假设 我 个 已 经 求 出 到 个 月 以 后 大 更 的 对 数 (46) 和 
有 十 1 个 月 后 大 更 的 对 数 (Vwi1) , 那 末 因为 在 第 ”+1 个 月 的 
时 候 ， 原 来 的 对 大 砚 又 生产 了 如 对 小 更 ， 所 以 在 第 二 2 
个 月 之 后 ,大 更 的 总 对 数 应 藤 是 

Urs2— Yuri Un 

由 此 可 见 , 大 总 的 对 数 Wt,Vo,*… ,Vn,，… 恰好 租 成 一 个 
二 阶 循 永 航 数 ,我 们 是 它 做 辈 波 那 嫌 航 数 ， 

@ 裴 波 那 契 (Fibonacci) , 妆 比 功 的 菜 策 那 度 , 中 世 扣 意 大 利 的 数学 家 
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知道 了 循环 方程 式 和 %,% 的 数值 ,可 以 深 步 地 把 所 有 
的 名,Ws,… ,Wr,… 算出 来 。 自然 会 提出 问题 :是 不 是 可 以 有 
办 法 直接 地 把 一 般 的 % 表 出 来 呢 ? 
考虑 循环 航 数 
Wo 十 WD 十 WatV2 十 :十 nV" 十: 
很 容易 看 出 它 的 特征 多 项 式 是 1 一 2 一空 , 于 是 由 上 节 的 公式 


2 
S -Ta 一 ao) 


iz 1 
"5 orl 
( TE 二 
LL. be 
V5 , v6. 
V6- Vit!lirg 
一 : 2 十 
5 一 V5 | 27 5+W5 (4 27 
V5—1 V5t+1 


再 根据 混合 级 数 的 公式 展开 上 式 的 右边 ,得 到 
Wo WT Vor + Wnt" 十 


2202 


一 ;一 (二 2 3 
下 一 W 5 Vol T/T 


在 等 式 两 边 对 比 w" 的 系数 ,我 们 有 以 下 的 公式 ， 


如 
Wn 2 


2 
-VD (Wi-1 入 


9n+1 


m2 1 
=- (CCKL5 二 12 


二 (一 A J 


~ 


二 e+l 
=75| (£45) 1 -(+ = 区) J 


这 个 等 式 是 很 耐人寻味 的 :虽然 所 有 的 w 都 是 正 整 数 , 可 是 
它们 却 由 一 些 无 理 数 表示 出 来 ， 在 实际 计算 的 时 候 , 如 果 我 
们 注意 以 下 的 事实 ,可 以 方便 得 多 :由 于 了 全 是 一 个 小 于 
1 的 数 ,而 如 是 整数 ,因此 如 果 史 是 奇数 , 那 示 好 等 于 
(上 过) ”的 整数 部 分 ; 如 果 % 是 偶数 , 那 未 w 等 于 


坟 (+) ”的 整数 部 分 加 1 。 换 句 话 珊 ,我们 并 不 需 


要 算出 -加 ( 荆 = 攻 下) ”的 数值 。 


8 = Wo (UH) 《ta 十 ba-1)ZYHIE 十 Ma2YT2 
7 


中 用 X=1 代入 ,得 到 
Wo 十 W 十 Wa 十 二 二 2U4 十 人 Ww1 一 1， 


或 


5 


&o 十 中 十 2 十 十 2 2 一 2 一 十。 


这 也 是 张波 那 契 圾 数 的 基本 性 贸 之 一 . 
一 三 ”倒数 级 数 


关于 高 阶 等 差 航 数 和 混合 航 数 的 计 论 ,引导 我 们 去 考虑 
它们 的 倒数 级 数 。 但 是 在 初等 数学 的 范围 以 内 , 我 们 却 无 法 
求 得 一 切 这 样 的 倒数 圾 数 的 和 ， 

首先 来 时 论 高 阶 刍 差 航 数 的 倒数 航 数 ,而 且 也 从 一 些 特 
殊 的 形式 开始 。 

航 数 


1 ,1 1 
1+ 可 十 可 十 "十 去 


就 是 我 们 所 熟知 的 鹃 各 打数 。 它 是 不 能 求 和 的 ,因为 当 项 数 
% 无 限 增 大 的 时 候 , 它 的 和 要 趋向 于 无 劣 大 。 

然而 对 于 以 下 的 一 些 倒数 圾 数 ,我 们 仍 可 以 有 办 法 求 它 
们 的 和 ， 


1 1 


1 tas ts t+ 


1 
《n—T Hya + n(n+D 
+- 划 :+ 
1 


i + (iT 可 + 人 二 
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1 _ 1 _1 [LLL 
oot Hat 


1 1 
+ m1) nniiy) 十 n(n+1i)(n--2) 
加 | 1 1 1 _1 1 oe 
=3 (13 3) ra (a 5) 


1 
+ 二 (ri 一 An) 


1 1 1 
ta (merD crt)) 
1 


= 1( 1L _ 1 1( 1 ll. 
~ 292! 了 (本 5 ) 2 (a gd) 
(i ) 
2 \ nn+1) n(nt1) 2(2 十 1)(2 十 2 
-il .1 
9。21 2(n+1) (n+2) * 
1 1 1 
TA4 | Bd B46 t+ "" 


十 1 -1 
(一 1)2(2 二 1) 十 2) n(n+ (n+ 2)(n+i+3) 
od/ 1 1 1 .1 
=3(105 6) + (mr) 
1 


1 1 
+a( Cn—i)n(ni1) HFT Ty ) 


+ 生 (一 1 1 、) 

3\ nnt+1)(n+2) (n+1)(nt+92) C+?) 

-1 一 (5 1 ) 一 了 (一 二 上 ) 一 
3.31 3 \934 2.3o4 3\3。4o 93°45 


_1 ( 1 加 1 
3\ n(n+1)(n+2) n(n+1)(n+2) ) 
1 
31 oto) 


ll 
$31 3%F1) nt2) (n+3) 


rooseoetroer err oso eno en 


一 般 地 谣 , 因 为 
1 
E(k 十 1 (二 一) 


_ 二 ( 1 \ pi ) 
TTT EE) Dt 
优 申 上 面 的 办 法 ,可 以 求 出 
1 1 1 
RCR 


je 
DD 


以 上 所 求 得 的 都 是 包含 顶 的 级 数 的 和 s 每 一 个 和 数 都 
是 一 个 常数 和 一 个 同 % 有 关 的 数 的 差 。 可 以 看 到 , 当 项 数 n 
愈 求 合 大 的 有 时候 ,这 个 同 有 关 的 数 就 变 得 非常 小 而 接近 于 
0 (因为 它 的 分 母 趋向 于 无 穷 大 )。 于 是 我 们 得 到 了 如 下 的 一 


些 无 穷 级 数 的 和 的 公式 ， 
tt 
1 
+ D+ 
1 1 1 


TR a Bt" 


1 
n(n 二 1)(n+9)(n+9) 3。31 18° 


一 般 的 是 
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十 十 


1 
2“3…(r 十 1) 


1 
YeeSeoof 


1 1 
WC I 
这 里 和 前 几 节 的 讨论 不 同 的 地 方 ,就 是 我 们 工 不 能 从 这 
些 已 有 的 公式 来 求 出 一 般 的 倒数 胡 数 
1 1 1 1 
FAIY TF + FBY t+ Fy 
或 无 穷 航 数 
1 1 1 上 
FI Tt TCo) TT FOS Tt Fn 十 
的 和 。 我 们 所 举 的 凋 和 报 数 戴 是 一 个 例子 ， 双 例如 无 穷 级 数 
1 + 这 十 癌 十 十 臣 十 下 
的 和 也 是 不 能 用 初等 方法 求 得 的 和 。 
其 次 就 温 合 航 数 的 倒数 航 数 来 说 ,情况 比 上 面 更 要 复杂 
些 ， 我 们 为 了 简便 起 见 , 只 对 无 穷 航 数 的 情形 赂 可 讨论 . 
无 益 航 数 


2 + 译 4%2 十 


二 
3 


峡 做 对 数 圾 数 。 它 也 是 不 能 用 初等 方法 求 和 的 .在 高 等 数学 
中 ,可 以 证 明 这 个 般 数 在 一 1<2z<I 的 时 候 是 改 伍 的 , 着 且 它 
的 值 等 于 一 log (1 一 %)， 

我 们 姑且 假定 这 个 精 果 是 已 知 的 。 那 末 利用 这 个 精 果 ， 
还 可 以 推出 另外 一 些 无 穷 航 数 的 和 。 例如 ,如 果 %¥0, 而 且 
一 1<2Z<<1, 就 有 : 


3 十 。。 十 La + 上 e000 


@ 在 高 等 才学 中 可 以 起 明 这 和 的 数值 等 于 开 


1 1 1 
Lo a A AT 
一 (上 1 
=(1 3)*+(# 3) 全 Go ) x 十 
上 二 a LL 
+ (#7 一 or 站 1 十 
一 4 一 去 (1—2%) ee 人 (一 4) Wl 0 
一 Y 一 - 一 4 2 3 :} Ln 
二 多 T oa 十 可 i "+ no 十) 


oe no 
(1~—zx)log(1—7) 


在 对 xz 作 同 样 的 限制 之 下 ,又 有 
1 1 2, 1 


tT SBA + ap 


=1+ 


1 一 攻 
二 eon 
TT + nT + 


= 了) ?+ 


po 1 + 
和 + g(t an)? ! 


1 1. ~ 1 中 
+5( TD -DT )* + 
1 一 2 
= 3 [a (1 %) w+ ser (1 or 


1 _- 
十 十 DT 一 和) 2 十 | 


zf log) 1 
11 9 上 2] 
一 
37 - 


这 样 的 手续 还 可 以 内 烽 做 下 去 。 不 过 也 和 前 面 击 花 的 情 
_ 樟 ,有 了 这 此 公式 ,仍然 不 能 求 出 一 般 的 无 办 混合 科 数 的 
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倒数 圾 数 的 和 ， 


一 四 级 数 吕 志 的 渐 近 公 


从 上 节 中 已 径 可 以 看 到 ,有 很 多 无 穷 极 数 我 们 是 无 法 在 
初等 数学 的 范围 之 内 求 得 它们 的 准确 值 的 ;而 且 郎 使 能 求 出 
来 ,如 果 它 是 一 个 无 理 数 . 那 末 在 实际 应 用 上 仍然 是 不 方便 
的 。 因 此 就 实用 的 价值 来 襄 , 我 们 的 任务 往往 是 要 用 最 简捷 
的 方法 求 得 一 个 无 究 胡 数 的 有 理 浙 近 值 ， 

本 区 的 EN 求 求 级 数 


1+ 击 + 襄 + 让 + .+ 市 + 


的 渐 近 值 。 为 了 简便 超 见 ,我们 杀 用 符号 之 ( 念 作 西 格 码 ) 来 
记 琢 数 的 和 ， 


1 
12 


符号 工 下 面 的 % 一 1 表示 这 个 无 罗 肯 数 中 的 多 硕 序 地 跑 过 从 
1 开始 的 所 有 正 整 数 。 


同样 ,可 以 写 


1 1 1 © 1 
dt int te TF 


Co 
+ 二 + 吉 + 二 吉 ++… ! 


Ey 
My 
i 
人 
9 


十 ,十 


i 1 
4 生计 动 


有 时候 ,我 站 并 不 要 考虑 圾 数 的 全 部 而 只 取 这 个 级 数 的 “ 昆 
部 ” 这 时 可 以 把 符号 之 下 面 的 % = 1 改 成 有 = 太 , 表示 四 跑 
过 从 丸 开始 的 一 切 正 整数 。 例 如 
i 1 
高三 ED Te 
下 面 我 们 开始 进行 计算 ， 
第 一 步 ” 因为 


1 1 1 
n(n 二 1) < 


所 以 


l= 人 1+ 2 
=} 了 (人 十 1) 二 } n? =2 n(n— 1) 


入 


即 1 < 之 南 < 2， 根据 同样 的 理由 ， 


Ce 1 


1 机 有 
4 = 


oo 1 1 
(nn 二 2 )< 之 (二 站) 


名 1 1 Co J 3 
= FT) < 2 + 4， 


于 是 得 到 更 精密 的 估计 式 ， 
5 上 -如 1 3 7 
了 = 1 十 本 < 名 而 < 1 + 了 = 


这 个 方法 虽然 简单 , 却 有 美中不足 的 地 方 。 缺点 就 在 于 
它 把 航 数 的 各 项 都 放大 或 缩小 ,使 变 成 已 有 方法 求 和 的 般 数 ， 
这 样 ,只 要 原 级 数 中 有 一 项 和 被 代 换 的 项 相差 1 % , 那 末 得 出 
的 竺 数 ( 潮 近 值 ) 的 准确 度 就 缀 不 能 比 1 % 还 小 ， 因 此 为 了 佑 
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独得 更 精确 些 ,我 们 还 得 易 外 想 办 法 . 


第 二 步 ” 设 入 是 一 个 答 定 了 的 正 整 数 ,我 们 研究 航 数 的 
“尾部 ” 


和 第 一 步 同样 的 理由 , 它 适 合 不 等 式 外 


二 oo 
N+1 


< 1 
ni % 十 荆 ) 人 二 征 二 3 名 2 +=N+1 (nC—1) N: 


这 襄 明 了 


0< 这 而 -< 1 
n=N+1 n2 让 1 闻 ~ 


如 果 选 取 NN=4, 那 末 上 式 变 成 ， 


RL 
0 < (条 + 赤 + 更 二 市 4 二 荆 


SL 1 
= 之 序 一 (1 +- 可 十 


于 是 算出 之 2 的 渐 近 值 是 


它 的 误差 不 超过 5 %， 


号 1 1 所 1 
@ 级 数 ee NV: ey = WT ' 可 以 用 上 
一 节 所 用 的 方法 来 证 明 ， 以 下 还 有 类 似 的 等 式 也 是 这 样 。 
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第 三 步 我们 还 可 以 把 这 市 的 浙 近 值 稳 秆 精密 化 。 坛 


© /1 法 于 
,人 na )™ ,会 MF: 
它 适 合 不 等 式 
本 < (Ll 
2 HDTD nnnt DntD ot ve Mn 
20、 i 
Da = -ET ， 
也 就 是 
0 < 宛 入 ”N47 GWTDNTD 
< 1 _. 1 
“2NCN+T) 2N+D(N+D MN+DOTD) 
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= 许 去 一 (@ + 而) < 茄 0.0083 
所 以 求 得 实 舌 闹 的 更 精确 的 渐 近 值 是 


m=01+ 南 =1.64027. 
它 的 训 差 不 超过 0.0083, 郎 准确 到 小 数 点 两 位 ， 
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第 外 步 ”再 应 用 类 似 的 方法 ,又 有 不 等 式 
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由 此 得 出 各 击 的 更 精确 的 渐 近 值 是 
as- a+ 5 = 2+0.00317 一 1.64844， 


它 的 误差 不 超过 0.0024. 

这 一 步 县 可 以 准 侧 进行 下 去 。 算 的 欢 数 剑 多 ,得 乡 的 沸 
近 亿 的 准确 度 就 合 大 ， 例 如 总 是 取信 =4, 当 我 们 算 到 第 六 
次 时 ,就 可 以 保证 准确 到 小 数 点 三 位 ,但 是 必须 指出 :这 个 方 
法 算 到 后 画 , 得 出 的 渐 近 值 有 逼近 准确 数 的 速度 非常 缓慢 : 换 旬 
藩 蜗 ,如 果 贾 使 小 数 部 今 的 准确 度 向 后 推移 一 位 ,往往 要 算 好 
几 次 。 例 如 像 上 面 的 情形 ,从 小 数 第 二 位 到 第 三 位 ,就 竖 经 过 
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3 次 运算 才能 获得 ， 

自然 ,如 果 我 们 要 得 出 更 近似 的 精 果 , 还 可 以 把 Y 取得 
大 些 , 只 不 过 这 时 候 旗 算 的 手 炉 要 多 做 儿 坎 罢了 。 例 如 取 
和 = 10, 把 上 面 步骤 进行 5 次 ,就 得 到 在 一 般 情况 下 已 经 足 馈 
适用 的 渐 近 值 .1.64493, 它 和 之 志 的 观 差 不 超过 0.000005， 


郎 它 的 前 四 位 小 数 都 是 准确 的 . 

精确 地 估计 一 个 无 穷 极 数 的 和 的 值 ,是 “近似 计算 ”的 内 
容 之 一 ,在 实际 上 有 很 重要 的 应 用 ,我 们 决 不 可 轻视 它 。 本 节 
只 是 举 出 一 个 例子 。 


